Conjunto dos Numeros reais
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Os nimeros reais sao numeros usados para Biquaternides

representar uma quantidade continua Coquaternides
(incluindo o zero e os negativos). Pode-se Tessarines
pensar num numero real como uma frac¢ao

decimal possivelmente infinita, como 3,141592(...). Os nimeros reais t€ém uma
correspondéncia biunivoca com os pontos de uma reta.

Denomina-se corpo dos numeros reais a coleccdo dos elementos pertencentes a
conclusdo dos racionais, formado pelo corpo de frac¢des associado aos inteiros
(nimeros racionais) e a norma associada ao infinito.

Existem também outras conclusdes dos racionais, uma para cada nimero primo p,
chamadas numeros p-adicos. O corpo dos nimeros p-adicos ¢ formado pelos racionais e
a norma associada a p!
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Propriedades

O conjunto dos niimeros reais com as operagdes bindarias de soma e produto e com a
relacdo natural de ordem formam um corpo ordenado. Além das propriedades de um
corpo ordenado, tem a seguinte propriedade:

« Se [Rfor dividido em dois conjuntos (uma particio) A e B, de modo que todo
elemento de 4 ¢ menor que todo elemento de B, entdo existe um elemento x que
separa os dois conjuntos, ou seja, x ¢ maior ou igual a todo elemento de 4 ¢
menor ou igual a todo elemento de B

VA, B,(R= AUBANVa € Abe B,(a< b)) = (dz,(Vac A,be B —

e O conjunto dos niumeros reais ¢ um conjunto aberto e também um conjunto
fechado.

Construcao Intuitiva

Intuitivamente, podemos construir o conjuntos dos niimeros reais a partir dos racionais
da seguinte forma: uma recta formada por nimeros racionais tem buracos (por
exemplo, existe um buraco onde deveria estar a raiz quadrada de 2). O conjunto dos
numeros reais completa essa recta, tapando todos os buracos, de forma que se a recta
real estd dividida em duas semi-rectas, entdo existe um ponto separando as duas semi-
rectas.

Construcao rigorosa

] .~

Existem vérias formas rigorosas de construir [Ra partir de @, as mais tradicionais™ sdo

através dos cortes de Dedekind e de sucessdes de Cauchy.

Extensoes

« O corpo dos nimeros complexos é a inica extensio algébrica do corpo .

« Nio existe nenhuma extensio propria de [ que seja um corpo Arquimediano

o Uma extensio transcendente de [Rpode ser construida tomando-se o corpo de
fragdes gerado pelo anel de polindmios reais. Neste corpo pode ser definida uma
relacio de ordem, de forma que a inclusio de [Eneste corpo seja um
isomorfismo de corpos ordenados entre [£e sua imagem. Obviamente, neste
corpo existem elementos maiores que qualquer racional, cujos inversos sao
niimeros positivos menores que qualquer racional positivo (infinitésimos).




e O corpo ordenado dos nimeros hiperreais estende [, incluindo nimeros
infinitesimais.

e Pode-se acrescentar os dois elementos —20 € >0 A ]E, obtendo-se 0s
numeros reais estendidos. Este conjunto, porém, ndo ¢ um corpo, porque a soma
e a multiplicagdo ndo sdo operagdes binarias (por exemplo, ndo existe uma

definicao satisfatoria de (_m) | 00y,
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